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   
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)�"( أن :  .2 ) ( )0f f x≤    :*	ℝ � ذا�
  ؟�7��6و
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 )1ا �
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20��*9 أن :  )2 x≤x∀ ∈ℝ  
20اذن:  2 2x+ ≤ +  ����22 2x≤ +  

  ����( ) ( )0f f x≤x∀ ∈ℝ  


ل ,�( )0f  "� �*�ا���د ��"K ھ�f  :*	ℝ  

) دا�� 
���� ب:. �f;( :�2,�ط ) 22 4 1f x x x= − + +  

1( G7أ�( )1f  أن :و ��N� ( ) ( )2 3
2 1

2
f x x = − − − 

 
  

)���N أن :  )2 ) ( )1f x f≤);� ���
x )
R. 

:��
 )1ا �
fD = ℝ  و( )1 3f = 

)��*9 أن :  )2 )2
0 1x≤ −x∀ ∈ℝ  

)اذن:  )23 3
0 1

2 2
x− ≤ − −  ����( )23 3

1
2 2

x− ≤ − −  

 ����( ) ( ) ( )23 3
2 2 1

2 2
x

   − − ≥ − − −   
   

  ����( ) 3f x ≤x∀ ∈ℝ  

 ����( ) ( )1f x f≤x∀ ∈ℝ  


ل ,�( )1f  ��"K ىھ�
>K  ا���*�f  :*	ℝ  
:&$�'" );��fل��
 :*	 ����
�<�ا 
( ا����ل aو Iدا�� 	�د�� 	I  


ل إن  �,�( )f a  ى �*�ا��
,إذا ��ن : I	*: ا����ل fھ� ا�,"�� ا�,<

( ) ( )f x f a≤  x I∀ ∈  


ل إن  �,�( )f a  "� �*�ا���ا�� ��ھ� ا�,"f ل���ا� :*	I : إذا ��ن,

( ) ( )f x f a≥  x I∀ ∈ 

�$��"9:);��f :ب ����
) دا��  ) 22 2 3f x x x= + +.  

)�"( أن : )1f   ℝ	f  :*ھ� K"�� د�"� �*�ا��  −
)�;�D أن �+"( أن : ا��)اب :  ) ( )1f f x− ≤x∀ ∈ℝ  

( )1 2 2 3 3f − = − + =  

  اذن �G7% ا��Dق :
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   ( ) ( ) 2 21 2 2 1 3 2 2 2f x f x x x x− − = + + − = + −  
2 24 2 4 2 2 4 16 12 0b ac∆= − = − × × = − =− <  

2aاذن: ا�2رة ا�%�ود�� ھ� ا�2رة  22اذن :   = 2 2 0x x+ − >  

 : /�
)و ) ( )1f f x− ≤   

)و�������:  )1f   ℝ	�f  :*�"� �*�ا�� ا�,"�� ا�ھ�  −

)ا������ ������� :    f���+� ا��ا��  :10"��$� )
2

2

1

1

x
f x

x x

+=
+ +

  

 �f"! ����� ا��ا��  ��fDد  .1

)�"( أن  .2 )1f  "� �*�ا���ا�� ��ھ� ا�,"f :*	R   .  

)�"( أن  .3 )1f  .   R	f :*ھ� ا�,"�� ا�,<
ى  �*�ا��  −

��
} )1:ا � }2/ 1 0fD x x x= ∈ + + ≠ℝ  
2 24 1 4 1 1 1 4 3 0b ac∆= − = − × × = − =− <  

 �� $� ���/ ا����د�� �"4 �
 ��� :و����   ℝو
fD = ℝ  

)�;�D أن �+"( أن :  )2 ) ( )1f f x≤x∀ ∈ℝ  

( )
2

2

1 1 2
1

1 1 1 3
f

+= =
+ +

  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 22 2

2 2 2

3 3 2 11 2 2 1
1

1 3 3 1 3 1

x x xx x x
f x f

x x x x x x

+ − + ++ − +− = − −= =
+ + + + + +

  

)اذن :  ) ( ) ( )
( )

2

2

1
1

3 1

x
f x f

x x

−
− =

+ +
  

2:  ����7+� �*%�ود�� 1x x+   >∆0  و���� +
1aاذن: ا�2رة ا�%�ود�� ھ� ا�2رة  2أي :   = 1 0x x+ + >  

)و��*9 أن :  )2
1 0x − )اذن :  ≤ ) ( )1 0f x f− ≥  

 : /�
)و ) ( )1f f x≤x∀ ∈ℝ   

) و ������� : )1f  "� �*�ا���ا�� ��ھ� ا�,"f :*	R   . 

)�;�D أن �+"( أن :  )3 ) ( )1f x f≤ −x∀ ∈ℝ  

( ) ( )
( )

2

2

1 1
1 2

1 1 1
f

− +
− = =

− − +
  

( ) ( ) ( ) ( )2 22 2

2 2 2

2 1 11 2 1
1 2

1 1 1

x x xx x x
f f x

x x x x x x

+ + − ++ + +− − = − = =
+ + + + + +

  

)اذن :  ) ( ) ( )2

2

1
1

1

x
f f x

x x

+
− − =

+ +
  

�7+� �*%�ود�����  :
2 1x x+ �� أن  :  +�#+I أن �"

2 1 0x x+ + >  

)و��*9 أن :  )2
1 0x + )اذن :  ≤ ) ( )1 0f f x− − ≥  

 : /�
)و ) ( )1f x f≤ −x∀ ∈ℝ   

) و ������� : )1f  .   R	�f :* ھ� ا�,"�� ا�,<
ى  �*�ا� −

  ������� :  Rا������ 	*:  f���+� ا��ا�� :11"��$�

  ( ) 2 21f x x x x= + 
رة �����د  �f"( أن ا��ا��   −+;

1

2
.  

)�;�D أن �+"( أن : ا��)اب :  ) 1

2
f x ≤x∀ ∈ℝ  

( )
2 2 2 2

2 21 1 1 2 1 2 1 2 1 2
1

2 2 2 2

x x x x x x
f x x x x

− + + − + +− = − + + = =  

( )
( ) ( )2 2

2 2 2 2
2 2 2 1 2 1 11 1 2 1

0
2 2 2 2

x x x x x xx x x x
f x

+ − + × + + −+ − + +− = = = ≥  

 /�

رة �����د  fو+;

1

2
.  

V. ��
 ���ر�# دا�
���  ℝ	*:  �"( ا�����  gو   �f"( ا���د��"( �ا���;( ا� :�1,�ط
:�*� ( ) 2 1f x x= )و     − ) 2g x x=   


M$ ا��ا��"(   .1f   وg  9*��4 ا�D� �� 
)أدرس ا�2رة ا��Dق:  .2 ) ( )g x f x− � ذا�

+"��"�؟ �7��6و  

:��
 )1ا �
fD = ℝ و  

gD = ℝ
 

�9 دوال ��ود���  

 
  

  
  
2( ( ) ( ) ( )22 2 1 1 0g x f x x x x− = − + = − ≥  /�
)و ) ( )g x f x≥  

�� ��,�ر�� �*�ا��"( �K ��
ل أ�,�f   وg    : أن ��و��g f≥  

�: ا��ا��  
+"��"� �R�S أن%�
g  ��
�: ا��ا�� �
ق�%�
f     
ا��ا��"( ا���د��"( ا������"( ������� :   gو  ��f;(  :�2,�ط

( )f x x=    و( ) 2g x x=  

    gDو   ��fDد   .1

�: ا��ا��"(  .2%�
 9T��
 �
���
 9*�
   gو  fأر9# �� 

 gو  �Kfرن  .3

: &$�'" );��f  وg  د��"( و�	دا��"( fD   وgD ا��
	*: ا��

.���D���� �	
��
  

ل إن  ,�f  �7وي�g  G�;�وf g= : إذا ��ن U,إذا و�  

fD=gD      و( ) ( )f x g x=  ( )fx D∀ ∈  

&$�'" : );��f  وg  ل��
 :*	 )"����

ل إن    Iدا��"( 	�د��"( ,�.

f  أو ��7وي )
 �=Vأg  ل��
 :*	I   G�;�وf g≤  إذا U,إذا و�

)��ن : ) ( )f x g x≤  ( )x I∀ ∈  

f: ا�
Aو$@ ا�-���� g≤  ل��
 :*	I   ا��ا�� :�%�
�� ھ��#"� أن ��

f ا��ا�� :�%�
 A%� ��
�g   ل���ا� :*	I .  
  �(8)ظ# :

• f g<  ل���ا� :*	I  

) إذا و�,U إذا ��ن : ) ( )f x g x<( )x I∀ ∈  

• 0f ) إذا و�,U إذا ��ن : I	*: ا����ل  ≤ ) 0f x ≥( )x I∀ ∈ 

1  0  x  

1  1
-  

( )f x

  

3  2  1  0  
1
-  

2
-  

3
-  

x  

9  4  1  0  1  4  9  
( )g x
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 ا��
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ا������"( ������� :   gو  fا��ا��"( ا���د��"( �Kرن  :"<���1 :12"��$�  

( ) 4 1g x x= )و     − ) 24f x x=   

��"��*� �"��"+
 Sو�N� U	وا  
 ا��)اب :

fD = ℝ  و
gD = ℝ

 
�9 دوال ��ود���   

( ) ( ) ( )224 4 1 2 1 0f x g x x x x− = − + = − ≥  

 : /�
fو g≥  ������� ا��ا�� :�%�
f  ��

ق��  :�%�
  
 .ℝ	g   :*ا��ا��

�$��"13:
�: ا��ا�� أدرس ا�%��� �+7��: ا��ا��  WHf ا�%�
�"@   gو 

( ) 1

1
f x x

x
= +

+
)و   )g x x=  

} ا��)اب : }1fD = − −ℝ  و
gD = ℝ

 
  

( ) ( ) 1 1

1 1
f x g x x x

x x
− = + − =

+ +
  

1xرة ��رس ا�2 +:  
1xاذا���A :1ا�#��8  > ��fن  − g≥  ������� ا��ا�� :�%�
f  ��

ق�� 

�: ا��ا��%�
g   :*	] [1;− +∞.  

1x:اذا���A 2ا�#��8 < ��gن  − f≥  ������� ا��ا�� :�%�
f  ��
�A%� 
�: ا��ا��%�
g   :*	] [; 1−∞ −.  

  ������� : Rا������"( 	*:  gو   f���+� ا��ا��"( :14"��$�

( ) 2 3 5f x x x= − )و     + ) 2 2 2g x x x= − + + 

�: ا��ا�� %��� �+7��: ا��ا��  fأدرس ا�
WH ا�%�
  gو 
 ا��)اب :

fD = ℝ  و
gD = ℝ

 
  

( ) ( ) ( )2 2 23 5 2 2 2 5 3f x g x x x x x x x− = − + − − + + = − +  

22��رس ا�2رة  5 3x x− +:  
2a 5b  و = = 3c  و− = 

( )22 4 5 4 2 3 25 24 1 0b ac∆= − = − − × × = − = >  

∆�0�� أن   ھ��:  �.ر�( ا�%�ود���.ه ���ن  ≺

1 2

b
x

a

− + و   =∆
2 2

b
x

a

− − ∆=  

1

5 1 6 3

2 2 4 2
x

+= = =
×

و   
2

5 1 4
1

2 2 4
x

−= = =
×

  

  
3/2xاذا���A :1ا�#��8  1xأو  ≤ ��fن  ≥ g≥   

�: ا��ا�� ������� %�
f  ��
�: ا��ا�� �
ق�%�
g  

:*	] ] 3
,1 ,

2
 −∞ ∪ +∞  

.  

:اذا���A 2ا�#��8
3

1
2

x≤ ��gن  ≥ f≥ � ������ :�%�
  


��  fا��ا�� �A%� ا��ا�� :�%�
g   :*	3
1,

2
 
  

.  

VI. ��
  �� � دا�
ا��ا��"( ا���د��"( ا������"( ������� :   gو  ��f;(  :�1,�ط

( ) 1f x x= )و   + ) 2g x x=   

)��د :  )( ) ( )( )g f x g f x=○       و

( )( ) ( )( )f g x f g x=○   ؟ R�S� ذا�
  

)ا��)اب :  ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 21 1 2 1g f x g f x g x x x x= = + = + = + +�  

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 1f g x f g x f x x= = = +�  

:R�S� g f f g≠� �  

�$��"15: );��f  وg   : ������� )"�����ا��ا��"( ا���د��"( ا�

( ) 1f x x= − )و    + ) 3g x x x= )��د     − ) ( )g f x�  

)ا��)اب :  ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )3
1 1 1g f x g f x g x x x= = − + = − + − − +�  

( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 31 1 1 3 1 3 1 1g f x x x x x x x= − − − + = − × × + × × − + −�  

( ) ( ) 3 2 3 3 21 3 3 1 3 2g f x x x x x x x x= − + − + − = − + −�  

: &$�'" );��f  وg  د��"( و�	دا��"( fD   وgD ا��
	*: ا��

.���D���� �	
��
  

( ){ }/g f f gD x x D fو x D= ∈ ∈ ∈
�

ℝ  

gا������ 	*:  hا��ا�� ا���د��  fD
�  : �*� ���( ) ( )( )h x g f x=  ,


��G ا��ا��"(  :�7�f  وg  !
���� ��� !
��g ھ.ا ا����"G و�� f�   

     : /�
)و ) ( ) ( )( )g f x g f x=� g fx D∀ ∈
�  

�$��"16: );��f  وg   : ������� )"�����ا��ا��"( ا���د��"( ا�

( ) 1f x x= )و   − )g x x=   

gو gD  و ��fDد :  fD
� G79 أ�X( ) ( )g f x�   g fx D∀ ∈

�  

ا��)اب : 
fD = ℝ  و{ } [ [/ 0 0,gD x x= ∈ ≥ = +∞ℝ  

( ){ }/g f f gD x x D fو x D= ∈ ∈ ∈
�

ℝ  

( ) [ [{ }/ 0,g fD x x fو x= ∈ ∈ ∈ +∞
�

ℝ ℝ  

[ [{ }/ 1 0,g fD x x =xو ∈ ∈ + ∈ +∞
�

ℝ ℝ  

{ } { }/ 1 / 1 0g f g fD x x D x x= ∈ ≥− ⇔ = ∈ + ≥
� �

ℝ ℝ  

[ [1;g fD = − +∞
�

  

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1g f x g f x g x x= = − = −�  

�$��"17: );��f  وg   : ������� )"�����ا��ا��"( ا���د��"( ا�

( ) 3f x x= )و   − ) 1g x x= +   

gو gD  و ��fDد :  fD
� G79 أ�X( ) ( )g f x�   g fx D∀ ∈

�  

ا��)اب : 
fD = ℝ  

}و   } { } [ [/ 1 0 / 1 1,gD x x x x= ∈ + ≥ = ∈ ≥ − = − +∞ℝ ℝ  

( ){ }/g f f gD x x D fو x D= ∈ ∈ ∈
�

ℝ  

( ) [ [{ }/ 1,g fD x x fو x= ∈ ∈ ∈ +∞
�

ℝ ℝ  

[ [{ }/ 3 1,g fD x x= ∈ − ∈ − +∞
�

ℝ  

{ } { }/ 2 / 3 1g f g fD x x D x x= ∈ ≥ ⇔ = ∈ − ≥−
� �

ℝ ℝ  

[ [2;g fD = +∞
�

  

( ) ( ) ( )( ) ( )3 3 1 2g f x g f x g x x x= = − = − + = −�  

VII. #$د�
 ر"�0# دا�# 
ا��ا��"( ا���د��"( ا������"( ������� :   g و ��f;(  :�1,�ط

( ) 4 3f x x= )و   − ) 3 2g x x= − +   

  gو  f أدرس ر����   

: ��
أ�
  

1(
 

fD = ℝ
 

�� دا�� ��ود���   
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�: );"1x ∈ℝ

2xو   ∈ℝ  @"%�1 2x x<
  

1اذن :  24 4x x<  : 1اذن 24 3 4 3x x− < −  

)اذن :   ) ( )1 2f x f x<  

/�
 ℝ	*:�!ا����  fا��ا�� و
  

2(
gD = ℝ

 
�� دا�� ��ود���   

: );"�1x ∈ℝ  2وx ∈ℝ  @"%�
1 2x x<  

1اذن :  23 3x x− > 1اذن :  − 23 2 3 2x x− + > − اذن :  +
( ) ( )1 2g x g x>  

/�
��g �">Kا��ا�� و� :*	ℝ   
)ا��ا��  ا���د�� ا������ ������� :   ��f;(  :�2,�ط ) 22f x x=    

     ��fDد  )1


( ا�����"(   f أدرس ر����  )2 $� :*	 : [ [و   ∞+;0] ];0−∞   

  ��د ��ول �="�ات )3 

أ.)#0 :
1(

 
fD = ℝ

 
�� دا�� ��ود���   

]ا����ل 	*: fر���� ا��ا��أ) درا#�  )2 [0;+∞:  

: );"�[ [1 0;x ∈ ]و  ∞+ [2 0;x ∈ +∞  @"%�
1 2x x<  

2اذن: 2
1 2x x<  /�
2و 2

1 22 2x x<   أي( ) ( )1 2f x f x<  

/�
]	*:�!ا����  fا��ا�� و [0;+∞   

[ا����ل 	*: fر���� ا��ا��ب) درا#�  ];0−∞:  

: );"�] ]1 ;0x ∈ [و  ∞− ]2 ;0x ∈ −∞  @"%�
1 2x x<  

2اذن: 2
1 2x x>  /�
2و 2

1 22 2x x>   أي( ) ( )1 2f x f x>  

/�
��f �">Kا��ا�� و� :*	] ];0−∞   

 .f)��د ��ول �="�ات ا��ا��3

 
  ��48 "��9ات دا�# 
�د$#

&$�'": );��f  د���	و دا�� I .��D���� �	
��
 )�H 3��
  

• f ا :*	 ��LK  ل �!ا��������I  : إذا ��ن U,إذا و� 

( ) ( )( )1 2 1 2x x f x f x< ⇒ <( )( )2
1 2,x x I∀ ∈ 

• f  ل���ا� :*	 ��LK  �">K���I  : إذا ��ن U,إذا و� 

( ) ( )( )1 2 1 2x x f x f x< ⇒ >( )( )2
1 2,x x I∀ ∈  

• f  ل���ا� :*	  ����XI  : إذا ��ن U,إذا و� 

( ) ( )1 2f x g x=( )( )2
1 2,x x I∀ ∈ 


��ل  �f�;( درا#� ر���� دا��: �(8)ظ# :*	I ل ��را��
#�  إ�2رة 

)ا��="� :  ) ( )2 1

2 1

f x f x

x x

−
−

    

  W
1x  2وx )
 )"D*�Z
 )��>�	I   


ل إن  •,�f  :*	 �+"دا�� ر�I  A��� إذاf  �">K���!ا���� ��LK أو �


��ل  :*	 ��LKI.  
#�<�= : );��f ��D���� �	
��
�fD .�D>*� �+7 دا�� 	�د�� ��� �*X���


 );"�I  )
 3��
+
R  )�HfD وI ′   

 $X��
I �D>*� �+7����  

1( A��� إذاf : دا�� زو�"� ��ن  

� f  ل���ا� :*	 ��LK  ا����!�I   A��� إذا U,إذا و� 

f  ل���ا� :*	 ��LK  �">K���I ′  

� f  ل���ا� :*	 ��LK  �">K���I   A��� إذا U,إذا و�f  

	 ��LK  ل �!ا�������ا� :*I ′  
2(A��� إذاf:دا�� ��د�� ��ن  

f )"����ا� )
�� �4D ا������ 	*: �$ �I  وI ′ 

VIII. ��
  : ر"�0# �� � داا�
#�<�= : );��f  وg  ا��
 دا��"( 	�د��"(  
����"( 	*: ا��

)�%"@ :  Jو   I	*: ا�����"( )f x J∈ ( )x I∀ ∈ : �����  

� A��� إذا f  :*	 ��LK  ا����!�I   وg :*	 ��LK  ا����!�J 

��gن :   f�  :*	 ��LK  ا����!�I  

� A��� إذا f K  �">K��� :*	 ��LI   وg :*	 ��LK  �">K���J  

��gن :  f�  :*	 ��LK  ا����!�I  

� A��� إذا f  :*	 ��LK  ا����!�I   وg :*	 ��LK  �">K���J 

��gن :   f�  :*	 ��LK  �">K���I  

� A��� إذا f  :*	 ��LK  �">K���I   وg :*	 ��LK  ا����!�J 

��gن :   f�  :*	 ��LK  �">K���I 

IX. ��
x ا�
�	�@ ا������1 �(�ا� x a→ 3x و  + ax→   :  
 ا������  xا��ا�� ا���د�� �*��="� ا�%,",�  ��f;( : �1	�ل

 : �������( ) 2f x x= +     


	� ����� ا��ا�� ��fDد  .1��
f  

  fو��د ��ول �="�ات  fD	f  :*أدرس ر���� ا��ا��  .2

�f  . 9Tأ�[\ ا���M"$ ا��+"��� �*�ا��  .3�
 �
���
 9*�
 �� 

} )1ا��
اب : } { } [ [/ 2 0 / 2 2,fD x x x x= ∈ + ≥ = ∈ ≥ − = − +∞ℝ ℝ  

2(
 : );"�[ [1 2;x ∈ − ]و  ∞+ [2 2;x ∈ − +∞  @"%�

1 2x x<  
اذن:

1 22 2x x+ < +  /�
و
1 22 2x x+ < )أي   + ) ( )1 2f x f x<  

/�
]	*:�!ا����  fا��ا�� و [2;− +∞   

3(  

  

  
   xا��ا�� ا���د�� �*��="� ا�%,",�  ��f;( : �2	�ل

)ا������ ������� :     ) 31

4
f x x=  


	� ����� ا��ا�� ��fDد  .1��
f  و �"( أن ا��ا��f  ��LK ا����!�

 :*	fD  

  ��fد ��ول �="�ات  .2

7  2  0  1 -  2 -  x  

3  2  2
  

1  0  
( )f x
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�f . 9Tأ�[\ ا���M"$ ا��+"��� �*�ا��  .3  �
 �
���
 9*�
 �� 

 )1: ��)ابا
fD = ℝدا�� ��ود�� ���   

: );"�1x ∈ℝ  2وx ∈ℝ  @"%�
1 2x x<  

3اذن: 3
1 2x x<  /�
3و 3

1 2

1 1

4 4
x x× < )أي   × ) ( )1 2f x f x<  

/�
   ℝ	*:�!ا����  fا��ا�� و
  
2(

  
3(  

  
  
  
  
  

  
:D81)� �$ر��"  

  ا������"(  ������� :  gو   f:  ���+� ا��ا��"( 1"��$�

  ( ) 1
f x

x
)و     = ) 2 1

2

x
g x

x

+=
−

   

��gد  .1 fD
�

�g"! ����� ا��ا��   f�   

��gد V"=� ا��ا��  .2 f� 

)ا������"(  ������� :    gو   f:   ���+� ا��ا��"( 2"��$� ) ² 2f x x= )و     + )g x x=    

��gد V"=� ا��ا��  .1 f�  

��N�g أن ا��ا��  .2 f�  �"زو�  

 gو   fأدرس ر���� �$ 
( ا��ا��"(  .3

�$��"3:);��f  �,",%="� ا���ا��ا�� ا���د�� �*x     : ������� �����ا�( ) 31

2
f x x= −  


	� ����� ا��ا�� ��fDد  .1��
f  

�� ��LK �">K	�f  :* �"( أن ا��ا� .2�fD و  ��د ��ول �="�اتf  

�f . 9Tأ�[\ ا���M"$ ا��+"��� �*�ا��  .3�
 �
���
 9*�
 �� 
 

3  2  1  0  1 -  2 -  3 -  x  

6.5  2  1/4  0  
-
1/
4  

2 -  6.5  
( )f x
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